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Resumen. Presentamos la aplicación de la técnica POD-Galerkin para la obtención de
un modelo reducido que describa la dinámica del flujo que contornea un cilindro circular
a un Re=200. El modelo obtenido puede ser considerado para diseñar un sistema de
control en el cual la acción del control esté dada por la rotación del cilindro. Se presentan
resultados usando el método de la función de control aplicado al modelo reducido que
surge de truncar la descomposición en los 2 primeros modos.

1 Técnica POD-Galerkin

En el contexto de un escurrimiento complejo
como lo es un flujo turbulento se pueden iden-
tificar estructuras coherentes que permiten des-
cribir su dinámica esencial. Consideramos la
idea básica tratada por Lumley[1] donde la des-
composición ortogonal de las correlaciones es-
paciales de la velocidad sirve como un método
racional y cuantitativo de reconocimiento de es-
tructuras coherentes.
La descomposición ortogonal de la matriz de
covarianza de un conjunto de datos es un pro-
cedimiento clásico conocido como descomposi-

ción de Karhunen-Loeve o análisis de compo-
nentes principales. Lumley se refiere a ella como
Proper Orthogonal Decomposition (POD).
Entre las ventajas relacionadas a la técnica
POD se señala que es objetiva, metódica y ri-

gurosa, que es un procedimiento lineal que no
requiere que el proceso bajo estudio lo sea, y
es eficiente en cuanto provee la mejor descom-
posición en términos de enerǵıa. Además es un
complemento interesante a la teoŕıa de sistemas
dinámicos en el sentido que permite propor-
cionar sistemas de orden reducido.
Consideramos un conjunto de datos represen-
tados como una función del espacio y del tiem-
po. En el espacio (L2(Ω))2 donde Ω es un con-
junto acotado de R2, y con el producto inter-
no definido por (a, b) =

∫

Ω a1b1 + a2b2 dx, la
POD determina una base de funciones ortonor-
males que dependen del espacio y que per-
miten expresar los datos en forma óptima.
Más precisamente, si ~u(x, t) es una función del
espacio y del tiempo, las funciones ortonor-
males φj(x), j = 1, 2, . . .son tales que la proyec-

ción sobre las primeras n funciones ~̃u(x, t) =



∑n
j=1 aj(t)φj(x) minimiza el promedio tempo-

ral E(||u − w||22),∀w.
Las funciones φj se calculan resolviendo la
ecuación integral

∫

K(x, y)φ(y)dy = λφ(x),
donde el núcleo K(x, y) = E(u(x, t)u(y, t)). En
la práctica los datos son discretizados en tiem-
po y espacio con lo cual la ecuación integral se
reduce a un problema estándar de autovalores.
Como es usual en el estudio de turbulencia,
descomponemos al campo de velocidades de un
escurrimiento en un valor medio al que se su-
perponen fluctuaciones, es decir ~u = ~um + ~u′,
siendo

~um(x) = E (~u(x, t)) =
1

T

∫ T

0
~u(x, t)dt

donde, para M suficientemente grande,
E(~u′(x, t)) = 0.
Definiendo u como la matriz tal que u

j
i =

~u′(xi, tj) los modos de POD son los vectores
singulares a derecha φ(i) calculados a partir
de una Descomposición en valores singulares
(DVS) de u, suponiendo que la grilla es uni-
forme.
Para tener una descripción completa de la
evolución temporal de un escurrimiento, se re-
curre a las ecuaciones de conservación de la
masa o de continuidad y a la de la conservación
de cantidad de movimiento (ρ~u) conocida como
de Navier Stokes, donde ρ la densidad del flui-
do. En flujos con fuerzas volumétricas despre-
ciables frente al resto de las magnitudes, estas
ecuaciones pueden resumirse en:

∇ · ~u = 0 (1)

∂~u

∂t
+ ∇~u · ~u = −

∇p

ρ
+ ν∇2~u (2)

Una forma de estudiar los flujos turbulentos,
es el desarrollo de modelos reducidos de la
ecuación de Navier Stokes. Para conseguir un
modelo reducido, una manera consiste en efec-
tuar una proyección de Galerkin de la ecuación
sobre una base finita de funciones ortogonales.
La base sobre la cual se realiza la proyección
no es otra que la calculada anteriormente co-
mo los autovectores del problema de decom-
posición en valores singulares de u. La proyec-
ción de Galerkin permite reducir el sistema de

EDP a un sistema reducido de EDO. Esta re-
ducción es crucial en el sentido que permite un
detallado análisis de estabilidad y bifurcación.
(Este análisis es prácticamente imposible por el
tamaño del sistema por otros procedimientos).
En busca de un modelo simplificado del escu-
rrimiento, se trunca en s autovectores o modos

y se considera la descomposición

u(k) =
M
∑

i=1

〈

u(k), φ(i)
〉

· φ(i) (3)

siendo a
(k)
i =

〈

u(k), φ(i)
〉

con i = 1 . . . M donde

〈, 〉 indica producto interno canónico en RN

Luego el escurrimiento total:

~u(k) = ~um +
s

∑

i=1

a
(k)
i

~φ(i) + γ(k)φc (4)

donde φc es una función de divergencia nula
que verifica condiciones sobre el contorno del
cilindro y γ indica la velocidad tangencial del
cilindro en la interfase con el fluido[3].
La aplicación de la técnica POD-Galerkin con-
duce a la obtención de un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias cuadráticas de expre-
sión:

dai

dt
= Di +

s
∑

j=1

Lija
j +

s
∑

j=1

s
∑

k=1

Qijka
jak+

Eiγ +
s

∑

j=1

Fija
jγ + Giγ

2 + Ci

dγ

dt

(5)

2 Aplicación

Presentamos una aplicación con datos sobre el
flujo alrededor de un cilindro a Re=200 que ro-
ta. Los datos son campos de velocidades que
provienen de una simulación numérica DNS,
Direct Numeric Simulation[4]. Las configura-
ciones estudiadas contemplan el caso del cilin-
dro sin rotación y con una rotación a velocidad
constante γ(t) = 0,1U∞. Se trabaja sobre un
dominio de Lx = 11m y Ly = 12m con una
resolución de malla de 685 × 433. El paso de
tiempo de resolución fue de 0,012s. Para obten-
er el modelo reducido, se trabajó con una malla
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Figura 1: Solución del sistema Figura 2: Diagrama de fase

de 73×115 y con un paso temporal de 0,12s que
permitió contar con 600 observaciones. La fun-
ción φc surge de la diferencia entre las medias
del campo de velocidades del caso sin rotación
respecto del caso rotado. De la aplicación del
método al conjunto de medidas correspondi-
entes, surge en primer lugar el escurrimiento
promedio y la distribución de autovalores en
función de los sucesivos modos que muestra que
en los primeros 2 modos se concentra la mayor
parte de la enerǵıa cinética fluctuante del flu-
jo. En consecuencia, con unas pocas variables
puede describirse el sistema dinámico. La solu-
ción de (5) tomando como condición inicial un
valor de ai en un instante cualquiera se muestra
en la Figura 1. En ella se ve la evolución de ai(t)
con respecto a los puntos datos, es decir con los
ai(tk). La Figura 1 muestra el comportamien-
to periódico asociado a las grandes estructuras
del escurrimiento, descriptas por el primer mo-
do. A continuación, en la Figura 2 se muestra
el diagrama de fase, donde se muestra el coe-
ficiente temporal del primer modo en relación
al coeficiente temporal del segundo. Se observa
el comportamiento ćıclico del sistema, que se
comporta como un ciclo ĺımite.
Hemos observado que frente a pequeñas varia-
ciones del parámetro de control γ(t) el sistema
se mantiene estable en tanto que frente a varia-
ciones más importantes lo es sólo en el corto
plazo. Esto permite prever que el modelo es ca-
paz de simular situaciones diferentes a las pro-
ducidas por los datos originales de la simulación

DNS.

Conclusiones

El modelo reducido obtenido permite una re-
construcción satisfactoria del flujo alrededor de
un cilindro que rota con una velocidad angu-
lar moderada para bajos Re. Ante una acción
de control, es posible la predicción del estado
del sistema. Asimismo, es posible plantear es-
trategias de control en las que γ(t) puede variar
alrededor del valor original de los datos. Con
ello logramos un modelo que puede ser útil en
aplicaciones de control de escurrimientos y op-
timización.
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